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Naturaleza de la recursividad

[ Se dice que un ob{eto es
recursivo cuando forma parte de
si mismo.

e Permite definir un nimero infinito
de objetos mediante un enunciado
finito.

Q En programacion...

e La recursividad es la propiedad que
tienen los procedimientos y
funciones de llamarse a si mismos
para resolver un problema.

e Permite describir un nimero infinito
de operaciones de calculo mediante
un programa recursivo finito sin
implementar de forma explicita
estructuras repetitivas.
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Naturaleza de la recursividad (II)

d Ejemplos de definiciones recursivas:

e NuUmeros naturales.
v' 0 es un numero natural.

v El tsucelsor del nimero natural x (sucesor(x)) es también un nimero
natural.

e Estructuras de arbol.
v Si O no tiene hijos es un arbol vacio. Q
v Si Otiene dos hijos, ¢,y t,, éstos también son arboles. /\
e Multiplicacion. i g
vx 0=0
vParay>0,xy=x+x"(y1)
e Factorial de un nimero.
vol=1
v' Si nes mayorque 0, n/ =n * (n-1)!
e Potencia de un numero.
v x0=1
vV Siy>0 X =x"x"1
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Partes de un algoritmo recursivo

[ Un algoritmo recursivo genera la
repeticion de una o mas
instrucciones (como un bucle).

e Como cualquier bucle puede
crear un bucle infinito.

e Es necesario establecer una
condicion de salida para
terminar la recursividad.

@ Para evitar un bucle infinito, un
algoritmo recursivo tendra:
e Caso trivial, caso base o fin de
recurgon

v’ La funcién devuelve un valor
simple sin utilizar la recursion
(0! =1).

e Parte recursiva o caso general.

v" Se hacen llamadas recursivas
que se van aproximando al caso
base.

entero :
inicio

))

devolver (Recursiva (..

funcidn Recursiva (..

) -

fin funcién

entero :

inicio

entonces

//Caso base
devolver(...)

si no

//Parte recursiva

si ..

fin si

fin funcién

funcidn Recursiva (..

devolver (Recursiva (..

))

e
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Tipos de recursividad

Q Segun el subprograma al que
se llama, existen dos tipos de
recursion:

e Recursividad simple o directa.

v" La funcién incluye una referencia
explicita a si misma.

devolver (recursiva(..))

e Recursividad mutua o indirecta.

procedimiento Recursivo ()

inicio

Recursivo (..)

fin funcién

Recursividad directa

procedimiento Recursivol () -
inicio

Recursivo? (..)

v" El mddulo llama a otros mddulos
de forma anidada y en la ultima
llamada se llama al primero.

[y

fin funcién

procedimiento Recursivo2 ()

inicio

Recursivol (..)

fin funcién

Recursividad indirecta
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Tipos de recursividad (II)

3 Segun el modo en que se hace la llamada recursiva la recursividad
puede ser:

e De cabeza.

v La llamada se hace al principio del subprograma, de forma que el resto de
instrucciones se realizan despues de todas las llamadas recursivas.

o Las instrucciones se hacen en orden inverso a las llamadas.

e De cola.

v La llamada se hace al final del subprograma, de forma que el resto de
instrucciones se realizan antes de hacer la llamada.

o Las instrucciones se hacen en el mismo orden que las llamadas.
e Intermedia.
v' Las instrucciones aparecen tanto antes como después de las llamadas.
e Mdltiple.
v Se producen varias llamadas recursivas en distintos puntos del subprograma.
e Anidada.
v" La recursidn se produce en un parametro de la propia llamada recursiva.

v’ La llamada recursiva utiliza un parametro que es resultado de una llamada
recursiva.
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Tipos de recursividad (III)

procedimiento f (valor entero: n)

inicio
si n>0 entonces
f(n-1)
fin si
instruccidén A
instruccién B
fin procedimiento

procedimiento f (valor entero: n)

inicio
instruccién A
instruccién B
si n>0 entonces
f(n-1)
fin si
fin procedimiento

procedimiento f (valor entero:

inicio
instruccién A
si n>0 entonces
f(n-1)
fin si
instruccién B
fin procedimiento

n)

Recursividad de cabeza

Recursividad de cola

Recursividad de intermedia

procedimiento f (valor entero: n)
inicio

si n>0 entonces
f(n-1)

fin si

si n<5 entonces
f(n-2)

fin si

fin procedimiento

Recursividad multiple

entero funcidn f (valor entero: n)
inicio

si n>0 entonces
devolver (f (n-1)+f (n-2))
fin si
fin funcién

Recursividad anidada
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Llamadas a modulos recursivos

A Llamadas anidadas (no recursivas).

Programa principal

var
entero:n n=4
n<4
escribir(Sumad4(n))
fin )
entero : funcién Sumad4(valor entero : n)
4 sin=1
devolver(1) n=3
devolver 10 | si_no
devolver(n * Suma3(n-1))
fin_si
y A
entero : funcién Suma3(valor entero : n)
sin=1
devolver(1) n=2
si_ho
devolver 6 devolver(n * Suma2(n-1))
fin_si
i /
entero : funcion Suma2(valor entero : n)
sin=1
devolver(1) n=1
devolver 3 | si_ho
devolver(n * Suma1(n-1))
fin_si
i 4
entero : funcién Suma1(valor entero : n)
sin=1
devolver(1)
devolver 1| SINO
devolver(n * Suma0(n-1))
fin_si
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Llamadas a modulos recursivos (1I)

A El funcionamiento seria el mismo si se tratara de una Unica funcion que
se llamara a si misma de forma recursiva.

Programa principal
var

entero:n n=4

n<4

escribir(Suma(n))

A
fin »
entero : funcion Suma(valor entero : n)
4 sin=1
devolver(1) n=3

devolver 10 | si_no
devolver(n * Suma(n-1))

fin_si
y A
entero : funcién Suma(valor entero : n)
sin=1
devolver(1) n=2
si_no
devolver 6 devolver(n * Suma(n-1))
fin_si
L ) J
entero : funcién Suma(valor entero : n)
sin=1
devolver(1) n=1

devolver 2 | si_no
devolver(n * Suma(n-1))

fin_si
\ v
Entero : funcién Suma(valor entero : n)
sin=1
devolver(1)
devolver 1 | SL.NO
devolver(n * Suma(n-1))
fin_si
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Llamadas a modulos recursivos (II1I)

O El problema de sumar numeros entre 1y n se puede definir en funcion
de su tamano (n), el problema se puede dividir en partes mas
pequenas del mismo problema y se conoce la solucion del caso mas
simple (caso base, suma(1) = 1). Por induccion se puede suponer que
las llamadas mas pequenas (por ejemplo, Suma(n-1)) quedan
resueltas.

\devue/ve 10

Suma(4) = 4 + Suma(3) 4+6

\ \devuelve 6

Suma(3) = 3 + Suma(2) = 3+3
\ \devuelve 3
Suma(2) = 2 + Suma(1) = 2+1

\ /( devuelve 1

Suma(1) = 1 (caso base)
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Llamadas a modulos recursivos (IV)

O En el caso del factorial...
e Por definicion, 0! = 1,
e Para cualquier nUmero entero mayor que 0, n! = n * (n-1)!
O En este problema:
e La solucién de n! puede ser definida en funcidon de su tamano (n).
Se puede dividir en instancias mas pequefias (<n) del mismo problema.
Se conoce la solucion de las instancias mas simples (n=0).
Por induccidn, las llamadas mas pequenas (<n) pueden quedar resueltas.
v' Sabemos que 4! = 4 * 3!
Q Conclusion: Se puede resolver por recursividad.

\devue/ve 24

41 =4* 3l
\ \devuelve 6
31=3*2! =
\ \devue/ve 2
21=2*1l =

\ \devue/ve 1

11=1*0! = 1*1

\ /( devuelve 1

0! =1 (caso base)
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Llamadas a modulos recursivos (IV)

d Cada llamada a la funcion factorial devolvera el valor del
factorial que se pasa como argumento.

entero funcidn Factorial (valor entero : n)
inicio
//Para cualquier n entero positivo <= 1, n! =1
//n <= 1 seria el caso base, caso trivial o fin de la recursidn
si n < 1 entonces
devolver (1)
si _no
//En caso contario n! = n * (n-1)'!
//En cada llamada n se acerca al caso base
devolver (n * Factorial(n-1))
fin si
fin_ funcién
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Llamadas a modulos recursivos (V)

A La pila de llamadas a subrutinas.

e Una estructura de tipo pi/a es una estructura de datos en la que la
informacion se anade y se elimina por un extremo llamado cima.

v El Ultimo elemento que entra en la pila es el primero que sale.

e El registro de activacion de procedimientos es un bloque de
memoria que contiene informacidn sobre las constantes, variables
locales y parametros que se pasan al procedimiento, junto con la
informacion de la direccidn de retorno de esa llamada.

e (Cada vez que se llama a un procedimiento (sea o no una llamada
anidada, sea o no una llamada recursiva) se almacena el registro de
activacion del procedimiento en la pila de llamadas a subrutinas.

v" Cuando el procedimiento termina, su registro de activacion se desapila,
volviendo a la direccion de retorno que se ha almacenado y
recuperando el estado de las constantes, variables locales y
parametros.
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Llamadas a modulos recursivos (VI)

QO En cada llamada a la funcién factorial Pla
carga en la pila de llamadas su registro Factorial
de activacion (como en cualquier =0
llamada a una subrutina).
e El dltimo registro de activacion que 0 . ¥
entra es el primero que sale. Factorial
e Aunque los identificadores sean los n=1
mismos no existe ambigledad:
v Siempre se refieren al ambito en el que f . 41
han sido declarados. Factorial
d Cuando se llega al caso base (n< 1), (=2
el registro de activacion se desapila y )
el flujo de control del programa t_ v
regresa a la Ultima llamada que se ha Factorial
hecho (cuando n=1), devolviendo n=3
ademas el valor de retorno (1). A I
Q Los registros de activacion se van Factorial
desapilando, restaurando los valores _ ‘L
anteriores de n y devolviendo los x = Factorial(4) n=4
valores de retorno de cada una de

llamadas recursivas a la funcion (1, 1,
2,6, 24).
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Algoritmos recursivos

A Cualquier algoritmo iterativo puede resolverse recursivamente.

e Una llamada recursiva, genera un bucle con una condicion de salida
cuando se llega al caso base: se ejecuta la llamada hasta que se
cumple la condicion de salida, como un bucle.

Q También, cualquier algoritmo recursivo puede resolverse de forma
iterativa.

1 Potencia.

entero funcidén Potencia(valor entero : x,yVy)
inicio
si v = 0 entonces
devolver (1)
si no
devolver (x * Potencia(x,y-1)
fin si
fin funcidn
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Algoritmos recursivos (II)

escribir (Potencia(2,5)))

A

x=2, y=5

2*16 | devolver (2 *‘Potencia(2,4))

/

L

2*8

x=2, y=4

devolver (2 *‘Potencia(2,3))

A

/

L

2%4

x=2,y=3

devolver (2 *‘Potencia(2,2)ﬂ

A

x=2, y=2

devolver (2 *‘Potencia(2,l))

A

*
-

x=2, y=1

devolver (2 *‘Potencia(2,0))

/

x=2, y=0
devolver (1)
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Algoritmos recursivos (III)

d Escribir un nimero decimal en binario.
e Caso base: si n < 2 n en binario es n.
e Sin >= 2, n en binario es la division entera de n entre 2 en binario

seguido del resto de dividir n entre 2.
v' 2 en binario es 2 div 2 en binario (1), seguido de 2 mod 2 (0) = 10.

v' 3 en binario es 3 div 2 en binario (1), seguido de 3 mod 2 (1) 2> 11.

procedimiento EscribirEnBinario(valor entero : n)

inicio
si n < 2 entonces 44 | 2
//Escribe n sin hacer un salto de linea 0 #ZZ 5
escribir (n) 0
si_no

EscribirEnBinario(n div 2)
//Escribe n mod 2 sin hacer salto de linea
escribir(n mod 2)
fin si
fin_procedimiento

101100
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Algoritmos recursivos (1IV)

O Las acciones que se realicen

antes de la llamada recursiva se

ejecutaran en el mismo orden
que la llamada.

e Lo que ocurre en la recursion “de
cabeza”.

O Leer y escribir caracteres hasta

que se pulsa Intro.

procedimiento LeerCaracteres ()
var
caracter : car
inicio
leer (car)
si cédigo(car) <> 13
escribir(car)
LeerCaracteres|()
fin_ si

fin procedimiento

d La secuencia leida de

caracteres es h,0,l,a,Intro.

El procedimiento escribe ‘hola’

car="h’ \

escribir(‘h’)

\c:r=’o’ \
escribir(‘\o") \
car="I

escribir(‘l")

RN

car="a’

escribir(‘a’) /

)

car=Intro
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Algoritmos recursivos (1IV)

d Las acciones que se realicen
después de la llamada recursiva
se efecutaran en orden inverso a

las llamadas
e Lo que ocurre en la recursion “de
cola”.

O Leer y escribir caracteres hasta
que se pulsa Intro.

procedimiento LeerCaracteres ()
var
caracter : car
inicio
leer (car)
si cédigo(car) <> 13
LeerCaracteres|()
escribir(car)
fin_ si

fin procedimiento

d La secuencia leida de

caracteres es h,0,l,a,Intro.

El procedimiento escribe ‘aloh’

o

car="h’ escribir(‘h’)
) "
car="0’ escribir(‘0’)
) "
car="I escribir(‘l’)
4 AN
car="a’ escribir(‘a’)
. 7
car=Intro
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Algoritmos recursivos (V)

légico funcidn esPar (valor entero:n)
inicio
si n = 0 entonces
devolver (verdad)
si no
devolver (esImpar (n-1))
fin si
fin funcién
légico funcidén esImPar (valor entero:n)
inicio
si n = 0 entonces
devolver (falso)
si no
devolver (esPar (n-1))
fin si
fin funcién
//Ejemplo de llamada
si esPar (5) entonces

O Ejemplo de recursividad mutua
o indirecta.
e Determinar si un numero
entero positivo e,sqegaj;fa,so

esPar(3) = falso
\ ‘\devue/ve falso
eslmpar(2) = falso
\ \devuelve falso
esPar(1) = falso

\ / devuelve falso

\devuelve verdad eslmpar(0) (Caso base)

esPar(4) verdad

\ \devuelve verdad

eslmPar(3) = verdad

\ ‘\devuelve verdad

esPar(2) = verdad

\ ‘\devuelve verdad

esIMPar(1) = verdad

\ / devuelve verdad

esPar(0) (Caso base)
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Ventajas e inconvenientes

O Inconvenientes.

e Mayor uso de la pila de memoria.

v' Cada llamada recursiva implica una nueva entrada en la pila de llamadas dénde
se cargara tanto la direccion de retorno como todos los datos locales y
argumentos pasados por valor.

v' El tamafo que reserva el compilador a la pila de llamadas es limitado y puede
agotarse, generandose un error en tiempo de compilacion.
e Mayor tiempo en las llamadas.
v Cada llamada a un subprograma implica:
o Cargar en memoria el codigo del procedimiento.

o Meter Ien la pila la direccion de retorno y una copia de los parametros pasados
por valor.

o Reservar espacio para los datos locales.

o h)esvi(ajr el flujo del programa al subprograma, ejecutarlo y retornar al programa
amador.

v" Esto implica una mayor tiempo de ejecucion, sobre todo si hay muchas llamadas
anidadas, algo normal en programas recursivos.
e Estos dos inconvenientes se pueden agravar si se pasan estructuras de
datos muy grandes por valor, ya que implica copiar estos datos en la pila de
procedimientos.

e Conclusion: un programa recursivo puede ser menos eficiente que uno
iterativo en cuantoa uso de memoria y velocidad de ejecucion.
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Ventajas e inconvenientes (II)

O Ventajas.

e Mayor simplicidad del codigo en problemas recursivos.

v" Si un problema se puede definir facilmente de forma recursiva ﬁpor ejemplo, el factorial
o la potencia) es codigo resultante puede ser mas simple que el equivalente iterativo.

o También es muy Util para trabajar con estructuras de datos que se pueden definir de forma
recursiva, como los arboles.

e Posibilidad de “marcha atras”: backtracking.

v' Las caracteristicas de la pila de llamadas hacen posible recuperar los datos en orden
|r]cverso a como salen, posibilitando cualquier tipo de algoritmo que precise volver hacia
atras.

O En resumen:

e Es apropiada cuando el problema a resolver o los datos que maneja se pueden
definir de forma recursiva o cuando se debe utilizar backtracking.
e No es apropiada si la definicion recursiva requiere llamadas multiples.
e Ejemplos:
v' Puede ser apropiada en el ejemplo de transformar un nimero en binario (requiere
coger los restos en orden inverso).

v En los casos del factorial y la potencia, aunque el problema se puede definir facilmente
de forma recursiva, la solucion iterativa ng es demasiado compleja, por lo que seria
practicamente indiferente utilizar la solucion iterativa o recursiva.

v En algunos casos es claramente perjudicial, como en el problema de la serie de
Fibonacci que se aparece a continuacion.
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Ventajas e inconvenientes (III)

[ Serie de Fibonacci.
e Sucesion de numeros naturales en la que a partir del término 2 de la serie,
cada numero (numero de Fibonacci) es la suma de los dos anteriores:
v 0,112,358, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
e El problema de calcular el nimero n de la serie se puede resolver de forma
iterativa.

entero funcién Fibonacci (valor entero: n)
var
entero: término, Ultimo, penultimo
inicio
Uultimo € 1
penultimo € 0
desde i € 2 hasta n hacer
término € penultimo + Ultimo
penultimo € ultimo
ultimo € término
fin desde
devolver (Gltimo)
fin funcién
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Ventajas e inconvenientes (1V)

3 El problema del calculo del numero n de la serie de
Fibonacci también admite una definicion recursiva.
e Sin=0, Fib,=0
e Sin=1 Fib,=1
e Sin>1, Fib,= Fib,, + Fib,_..

entero funcidn Fibonacci (valor entero : n)
inicio
si (n <= 1) entonces
devolver (n)
si _no
devolver (Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
fin si
fin_ funcién
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Ventajas e inconvenientes (V)

Fibonacci(5)

L5

Fibonacci(4) + Fibonacci(3)
A AR
3
Fibonacci(3) + Fibonacci(2) Fibonacci(2) + Fibonacci(1)

VAN RN

Fibonacci(2) + Fibonacci(1) Fibonacci(1) + Fibonacci(0) Fibonacci(1) + Fibonacci(0)

I 7 NI

Fibonacci(1) + Fibonacci(0)

7

Universidad Pontificia de Salamanca (Campus Madrid)
) ©®0 Luis Rodriguez Baena, Escuela Superior de Ingenieria y Arquitectura, 2012

25




Ventajas e inconvenientes (VI)

3 Para la llamada Fibonacci(5) el nimero de llamadas a
realizar seria de 15.

d Un algoritmo iterativo con variables locales que

almacenaran los calculos parciales seria mas eficiente.

e Solo necesitaria n iteraciones para calcular Fibonacci(n)
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Resolucion de problemas recursivos

O Para hallar la solucion recursiva a un problema podemos hacernos
tres preguntas:

1.

2.
3.

4,

¢Como se puede definir el problema en términos de uno 0 mas
problemas mas pequenos del mismo tipo que el original?

¢Qué instancias del problema haran de caso base?

Conforme el problema se reduce de tamano ése alcanzara el caso
base?

¢Como se usa la solucion del caso base para construir una solucion
correcta al problema original?

O Para el problema de Fibonacci, las respuestas serian:

1.

2.
3.
4

Fibonacci(n) = Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2).

Fibonacci(0) = 0 y Fibonacci(1) = 1.

En cada llamada se reduce el tamano del problema en 1 o 2, por lo
que siempre se llegara a algunos de los casos base.

Fibonacci é ? = Fibonacci(1) + Fibonacci(0) = 1 + 0, se construye la
solucion del problema Fibonacci(3) a partir de los dos casos base.
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Resolucion de problemas recursivos (II)

Q Dos estrategias de resolucion de problemas recursivos:

e Divide y vencerss.
v' Divide el problema de tamafio n en problemas mas pequenos cada uno de los
cuales es similar al original pero de menor tamano.

o Si se llega a una solucion de los subproblemas, se podra construir de forma
sencilla una solucién al problema general.

o Cada uno de esos subproblemas se podra resolver de forma directa (caso base) o
dividiéndolos en problemas mas pequefios mediante la recursividad.

o Los ejemplos que se han hecho utilizan la estrategia de divide y venceras.
e Backtracking.

v" Divide la solucion en pasos, en cada uno de los cuales hay una serie de opciones
que ha que probar de forma sistematica.

v En cada paso se busca una posibilidad o solucién o solucidn aceptable.
o Si se encuentra se pasa a decidir el paso siguiente.

o Si no se encuentra una solucion aceptable, se retrocede hasta la Ultima solucion
aceptable encontrada y se elige una opcion distinta a la anterior.

v' La recursividad se utiliza para poder retroceder hasta encontrar una solucion
aceptable.

v' Ejemplos:
o Juegos de tablero, laberintos,...
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Resolucion de problemas recursivos (II1I)

d Busqueda binaria recursiva.

e Se trata de un algoritmo que sigue la estrategia de divide y
venceras.
1.

¢Como se puede definir el problema en términos de uno o mas problemas
mas pequenos del mismo tipo que el original?

v' La busqueda binara en una lista de n elementos, se realiza de la misma forma
que la busqueda binaria entre los elementos de la izquierda, si el elemento es
menor que el central, o de la derecha, si el elemento es mayor que el central.

2. ¢Qué instancias del problema haran de caso base?

v gualmc?_otsg encuentra el elemento (el elemento es igual que el elemento central
e la lista).

v Cuando no se encuentra el elemento (el nimero de elementos de la lista es 0).
3. Conforme el problema se reduce de tamano ése alcanzara el caso base?

v' Cada paso se va reduciendo la lista, al elegir la parte izquierda o la parte

p
derecha. Llegarg un momento en que se pueda llegar a buscar el elemento en
una lista de Un unico componente.

4. ¢CoOmo se usa la solucion del caso base para construir una solucion
correcta al problema original?

v' En una lista de un Unico componente, si el elemento central es el que buscamos,
ya se ha encontrado la lista, en caso contrario no esta.
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Resolucion de problemas recursivos (VI)

1 Casos base:

e Sj el elemento central es el buscado, el elemento esta en la
posicion central.

e Si el elemento central no es el buscado v la lista tiene solo un
elemento, el elemento no esta.

[ Casos generales:

e Si el elemento central es mayor que el buscado, se realiza una
busqueda binaria en la parte izquierda de la lista.

e Si el elemento central es menor que el buscado se realiza una
busqueda binaria en la parte derecha de la lista.
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Resolucion de problemas recursivos (V)

entero funcidén Buscar (valor vector: v; valor entero: izqg, der; wvalor tipoDato: clave)
var
entero : cen
inicio
si izg > der entonces
//No hay lista, el elemento no esta
devolver (0)
si_no
cen € (izg + der) div 2
si v[cen] = clave entonces
//El elemento estd en la posicidn cen
devolver (cen)
si _no
si v[cen] > clave entonces
//El elemento se buscard en la parte izquierda de la lista
//Es decir entre izg y el elemento central
devolver (Buscar (v, izqg,cen-1,clave))
si_no
//El elemento se buscard en la parte derecha de la lista
//Es decir entre la parte central y derecha
devolver (Buscar (v, cen+1,der, clave))
fin si
fin si
fin si
fin_ funciédn
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Quicksort

d También sigue una estrategia de divide y venceras.

A Se realiza una particion de una lista en dos partes,
dejando los elementos mas pequenos a la izquierda y los
mayores a la derecha.

e Sila lista tiene dos 0 menos elementos ya esta ordenada,

e En caso contrario se realiza la misma operacion con cada uno de
los trozos de la lista original hasta que cada una tenga dos o
menos elementos.

A La particion de los elementos se realiza a partir de un
elemento arbitrario de la lista (p/vote).

e Una eleccion adecuada del pivote puede mejorar la eficiencia.
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QuickSort (II)

1 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12
1 4 63 12 40 60 23 67 8 50 7 5 44 23
izq der pivote
2 4 5 12 7 3 23 | 12
izq der pivote
3 4 5 3 7 12 23 67 60 50 40 63 44 5
izq pivote
4 4 23 67 60 50 40 63 44 4
izq pivote
5 3 | 23 | 67 | 60 | 50 | 40 | 63 | 44 | | 5 |
pivote
6 3 23 44 40 50 60 63 67 50
izq der pivote
7 3 4 5 7 12 23 44 40 50 44
izq der pivote
8 3 4 5 7 12 23 40 60 63 67 63
izq der pivote
9 3 4 5 7 12 | 23 | 40 | 44 | 50 | 60 87
Elementos menores Elementos mayores
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QuickSort (I1I)

procedimiento QuickSort (ref vector : v; wvalor entero : 1izqg,der)

var
entero : 1, j
TipoElemento : pivote
inicio
i € izqg
j € der

pivote € ObtenerPivote(v,izqg,der) //Podria ser v[(izg+der)
//Particidén de los elementos entre las posiciones izg y der
repetir
//Se incrementa la 1 hasta encontrar un elemento v[i]
//mal colocado (no menor que el pivote)
mientras v[i] < pivote hacer
i€ 1+ 1
fin mientras
//Se decrementa la j hasta encontrar un elemento v[j]
//mal colocado (no mayor que el pivote)
mientras v[j] > pivote hacer
j€ -1
fin mientras
//S1 se han encontrado dos elementos mal
//colocados, se intercambian

div 2]
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QuickSort (1V)

//S1 se han encontrado dos elementos mal
//colocados (i y j no se han cruzado) , se intercambian
si i <= j entonces

intercambia(vI[i],vI[]])

i€ i+ 1
j € 3 -1
fin si

hasta _que 1 > j
//El proceso acaba cuando se han cruzado los indices
//Los elementos menores se han quedado entre las
//posiciones izq y 7J,
//Los mayores entre las posiciones 1 y der
//S1i esas sublistas tienen mas de un elemento,
//se vuelven a ordenar mediante llamadas recursivas
//S1i hay sublista izquierda se ordena
si izg < j entonces
QuickSort(v,izqg, j)
fin si
//S1i hay sublista derecha, se ordena
si i < der entonces
QuickSort (v, i,der)
fin si
fin procedimiento
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Torres de Hanoi

[ Se trata de un soporte con tres varillas y en una de ellas se

encuentran discos concéntricos de distinto tamano y ordenados de
mayor a menor tamano.

d El juego consiste en pasar todos los discos de otra varilla teniendo
en cuenta que:

e Los discos tienen que estar siempre situados en alguno de los soportes.
e En cada movimiento sélo se puede pasar un disco.

e Los discos siempre tienen que estar ordenados de mayor a menor tamano.

ey
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Torres de Hanoi (II)

Pasar 3 discos de origen a destino

-l 1l

Origen Auxiliar Destino 2
Paso 1

Origen Auxiliar Destino
Paso 2

Origen Auxiliar Destino
Paso 3

Origen Auxiliar Destino

Pasar n-1 discos de la varilla
de origen a la auxiliar.

Pasar el disco n de la varilla de
origen a la de destino.

Pasar n-1 discos de la varilla
auxiliar a la de destino.
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Torres de Hanoi (I1I)

Pasar 2 discos de origen al nuevo destino

m Paso 1.1

Origen Destino Auxilar
m L Paso 1.2
Origen Destino Auxilar
.L. .é‘:j_ Paso 1.3
Origen Destino Auxilar

Pasar disco 3 de origen a destino

Origen Auxiliar Destino

1.1. Pasar n-2 discos de la varilla
de origen a la nueva varilla
auxiliar.

1.2. Pasar el disco n-1 de la
varilla de origen a la nueva
varilla destino.

1.3. Pasar n-2 discos de la nueva
varilla auxiliar a la nueva
varilla destino

2. Pasar el disco n de la varilla
de origen a la de destino.
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Torres de Hanoi (1IV)

Pasar 2 discos del nuevo origen a destino

Auxilar Origen Destino
_&_ _I_ .é. Paso 32
Auxilar Origen Destino
L L i Paso 3.3
Auxilar Origen Destino

3.1.Pasar n-2 discos de la nueva
varilla de origen a la nueva
varilla auxiliar,

3.2.Pasar el disco n-1 de la nueva
varilla de origen a la de
destino.

3.3 Pasar el n-1 disco de la nueva
varilla auxiliar a la de destino.
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Torres de Hanoi (V)

procedimiento TorresDeHanoi ()
var
entero : NumDiscos
inicio
leer (NumDiscos)
MoverDiscos (NumDiscos, 1,2, 3)
fin procedimiento
procedimiento MoverDiscos(valor entero : origen,auxiliar,destino,n)
inicio
//Si hay discos
si n > 0 entonces
//Se mueven n-1 discos de origen a auxiliar utilizando destino
MoverDiscos (n—-1,origen,destino, auxiliar)
//Se mueve el disco n de origen a destino
escribir(‘Mover disco’, n , ‘de’ , origen, ‘a’ ,destino)
//Se mueven n-1 discos de auxiliar a destino utilizando origen
MoverDiscos (n—-1,auxiliar,origen,destino)
fin si
fin procedimiento
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Ejercicios

1. Obtener el maximo comun divisor de dos numeros enteros

positivos.

2. Escribir un procedimiento recursivo que escriba los nUmeros entre
1yn.

3. Escribir un procedimiento recursivo que escriba los nUmeros entre
ny 1.

4. Dada la siguiente serie a,=a,_;+2", para n > 0 (para n=0, a,=0),
disenar una funcion recursiva que calcule el termino n de la serie.

5. Escribir una funcion recursiva que devuelva el producto de dos
numeros enteros mayores que 0 mediante sumas sucesivas.

6. Leer una secuencia de numeros enteros hasta introducir un 0.
Devolver la misma secuencia al reves y eliminando los numeros
repetidos.

e Sila secuencia, por ejemplo, es23 3577940, deberia devolver 497 5
3 2.
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Ejercicios (II)

7. Escribir una cadena al revés.
e Notas:

v Sila cadena c contiene el valor “hola”, el elemento c[2] contendra el
caracter “*h” (el sequndo caracter).

v' La funcién longitud (c) devolveria el nUmero de caracteres de la
cadena (4)

8. Escribir los elementos de un vector.

9. El nimero de combinaciones de m elementos tomados de n

ennparan >=1y0 <= m <=n se puede definir de forma
recursiva:

¢ Sim=0on=non=1(hm)=1
e En caso contrario (n,m) = (n-1,m) + (n-1,m-1)

e Disenar una funcion recursiva que calcule el nUmero de
combinaciones (n,m).
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O El producto escalar de dos vectores es un numero real obtenido
mediante el sumatorio del producto de cada uno de sus elementos.

Por ejemplo si el vector a tiene los elementos 3, 4y 8, y el vector b los
gle‘npezn;clos 23 41 y 3, el producto escalar a‘b serd 3x2 + 4x1 + 3x8 =
+4+

Disefe una funcion recursiva que permita calcular el producto escalar
de dos vectores de n elementos.

Q La funcion de Ackerman de dos numeros my n (A, ,) se puede definir
de forma recursiva de la siguiente forma:

n+1, sim =0,
A(m,n) =< A(m-1,1), sim>0yn=0;
Alm-1,Amn-1)), sim>0yn=>0

Disefie una funcidn recursiva que obtenga el valor de la funcion de
Ackerman
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Q Escribir una funcion recursiva que devuelva el cociente y
el resto de la divisidon entera mediante resta sucesivas.

Q Los numeros de Catalan forman una secuencia de
numeros naturales. El 7-ésimo numero de Catalan (C)
se puede calcular de forma recursiva:

1 sin=0
C,= 2(2n+1)

n+1

G, sin>=10
d Disene una funcion recursiva que obtenga el valor del -

ésimo numero de Catalan.

3 Hacerla un poco mas complicada y meter esta en los
apuntes
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Ejemplos

3 Obtener el maximo comun divisor de dos nimeros

enterosay b.

e Caso base: si a es divisible entre b entonces, mcd(a,b) = b

e En caso contrario, mcd(a,b) = mcd(b, a div b).

entero funcidén mcd (valor entero :
inicio
si a mod b = 0 entonces
devolver (b)
si no
devolver (mcd (b, a diwv b)
fin si
fin funcién

a,b)
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Ejemplos (II)

d Escribir una cadena al revés.

e Caso base: si la cadena tiene uno 0 menos caracteres, se escribe
la propia cadena.

e Sj tiene mas de dos caracteres, se escribe al revés, todos los
caracteres de la cadena menos el primero y a continuacion el
primer caracter.

procedimiento reves (E cadena: c)
inicio
si longitud(c) > 1 entonces
reves (subcadena(c, 2))
fin si
escribir(c[1l])
fin funcidn
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Ejemplos (III)

Qd Busqueda binaria recursiva.

e Caso base: Si el elemento central es el buscado, el elemento
esta en la posicion central.

e Caso base: si el elemento central no es el buscado y la lista tiene
solo un elemento, el elemento no esta.

e Caso general: si el elemento central el mayor que el buscado, se
realiza una busqueda binaria en la parte izquierda de la lista.

e Caso general: si el elemento central es menor que el buscado se
realiza una busqueda binaria en la parte derecha de la lista.
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Ejemplos (1V)

entero : funcidn Buscar (valor vector: v; wvalor entero
var

entero : ce
inicio

ce € (iz + de) div 2

si v[ce] = elem entonces

devolver (ce)
si no

si iz >= de entonces
devolver (0)
si no
si elem > v[ce] entonces
devolver (Buscar (v,elem, iz, ce-1)

si no
devolver (Buscar (v, elem, ce+l,de)
fin si
fin si

fin si
fin funcién

elem,

iz,

de)
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Ejemplos (V)

d Leer una secuencia de numeros enteros hasta introducir un 0.
Devolver la misma secuencia al revés eliminando los repetidos.

procedimiento Repetidos (valor entero: ant)
var
entero : aux
inicio
leer (aux)
si aux <> 0 entonces
si aux <> ant entonces
Repetidos (aux)
escribir (aux)
si no
Repetidos (aux)
fin si
fin si
fin_ funcién
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Ejemplos (VI)

d Realizar la suma de los elementos de un vector.

e Caso base: si el nUmero de elementos del vector es 1, entonces la

suma es el elemento 1.

e Si el nimero de elementos es mayor que uno, la suma es el
elemento n + la suma de todos los elementos menos el ultimo.

inicio
//Se supone que el vector estd en base 1
si n = 1 entonces
devolver(v[1l])
si _no
devolver (v[n] + SumaVector (v, n-1)
fin si
fin_ funcién

entero funcidédn SumaVector (valor vector : v; valor entero :

n)
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